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MATHEMATICS
DUALITAT IN DEN :NIETHODEN ZUR ERW.EITERUNG VON
BESCHRANKT- WIE VON TOTAL-ADDI TIVEN MASZEN. II
VON
J. RIDDER
(Communicate d at the meeting of May 22, 1971)
(1. Meth o d en zur Konstruktion von a -a d d i t ivc n Ma.Be n in
a- Somenring en.
Ein lei tung. In del' Arbeit: Methoden zur Erweiterung von M af3en in
o-Somenrinqen. 5) wur den zueinander adjungierte regulate MaGfunktionen
mO und mo konst ruiert (im Sinne von loco cit. § 4), ausgehend von einem
o-addit iven MaGe u, welches einer in wichtigen Fallen erfUllte n Hypothese
(siehe loc. cit . § 5b 1s ) genligt; auf den Somen eines a-Somenringes J( fielen
dabei mO und mo zusammen ; ihr gemeinsamer Wert fur diese Somen
lieferte eine a-addit ive Erweiterung m von /-l (loc. cit . § 6).
Die Bedingungen werden mer eingeschriinkt. \8 sci wieder ein o-Somen-
ring (= Boolescher a-So menverband), mit Nullelement 0; diesel' enthalte
ein T eilsystem mo = 910(0; +", .,,),wobei 0 E mo, und aus aj E mo (j = 1, 2, .. . )
00 00
folgend :2 aj , II aj E mo ; daneben sei mdel' a-Somenring, Teil von m,
i- I i- I
dessen jedes Element (Soma) sich durch ein Soma aus mo uberdecken liiGt.
/-l sei ei ne in mo defin ier te Somenfunktion, mit TVer ten in R+, und mit
en tweder (in dem Fall von mO) den Eigenschaften :
1. es gibt ein Soma ao E mo mit 0 <,u(ao)< 00;
II. bei aj E mo (j = 1, 2), al ~ a2 und /-l(al) end lich ist
/-l (al ) -/-l(a2 )=unt ere Grenze aller ,u(b) mit b e mo,al -a2 ~ b;
lIb . aus aj E mo (j = 1,2) mit den /-l(aj) endlich folgt /-l(al +a2)~ /-l (al ) +
+ /-l(a2 );
III. aus aj E 9{0 (j = 1,2, ... ), al ~ ... ~ aj ~ ... , un d lim /-l (aj ) endJich
00 1-00
folgt, bei a = :2 aj, daG:
i= 1
lim /-l(aj) = /-l(a) ;
00
IV. a us aj E mo (j = 1, 2, ... ) und /-l( L aj ) = 00 folgt
i~ l
oder (in dem Fall von mo) den Eigenschaften :
5) Siehe diese P roceed . Series A, 73, S. 36 1- 375 (1970).
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1. es gib t ein Soma ao E ~lo mit 0 < ,u(ao) < 00;
II. bei aj E ~o (j = 1, 2), al ~ a2 und ,u(al) endlich ist
fl(al) - ,u(a2) = obere Grenze aller ,u(b) mit b E ~o, al - a2~ b;
m. aus aj E~O (j=l, 2, . .. ), al~ . .. ~aj~ . .., und lim,u(aj) endlich
00
folgt , bei a II aj , daB :
i -I
lim ,u(aj) =,u(a) ;
i --+ 00
j --+ 00
I V. bei ajE~( (j =1 , 2) und endlicher oberer Grenze del' ,u(iij)-Wer t e
fur die Somen ii j E ~o, ~ aj gibt es ein b ~ al + a2 , E ~o mit ,u(b) endlich;
00
allgemeiner: sind a.} E ~ (j = 1,2, ... ) mit ~ {obere Grenze aller ,u(iij) mit
i ~I 00
ii j E ~o und ~ aj} endlich, so gibt es ein Soma b ~ I aj, E ~o mit ,u(b)
endlich . 6) i = l
In §§ 4, 5 wird del' Fall (mO) , in §§ 4b iS, 5b ls del' Fall (mo) betrachtet ;
den dualen Zusammenhan g beider Verfahren findet man in § 6.
§ 4. Die Eigenschafte n 1., II. und IIb . f'iihren (wie in § I von Teil (X )
zu nachstehenden Folgerungen , Definitionen und Le mmata :
1°. ,u ist monoton nicht-abnehmend fur die Somen von ~o, d.h. au s
al :J a2, aj E ~o (j = 1, 2) folgt immer ,u(al) ~ ,u(U2 ) ;
2°. ,u(0)=0 ;
3°. Rech tfer ti gung del' Annahme II.: bei aI, U2 E ~O und ,u(al)
endlich ist, " falls auoh al -a2 E ~o, " ,u(al - a2)=unt ere Grenze aller ,u(b)
bei b E ~o und al - a2~ b.
D efini tion . Fur jcdes a E ~( ist mO(a) die un tere Grenze aller ,u(b)
mit b ~ a, E ~o.
Bemerkung . Fur jedes a E ~o ist mO(a)=,u(a) .
4°. bei aI , a2E ~o un d ,u(al +a2) endlich ist ,u(al) + ,u(a2) = ,u(al +a2)+
+ ,u(al .a2).
Definition. Die Klasse K von mO-meBbaren Semen sei die Teilklasse
von ~, fur deren jedes Element a bei jedem w E ~o mit mO(w) endlich gilt
mO(w) = mO(w ·a)+ mO(w -w·a).
L emma. J edes Soma a E ~(O (also insbes. das Soma 0) ist mO-meBbar,
mit dem MaG m(a) = mO(a) = fl (a) .
L emma . Bei jedem Vj (j = I, 2)E ~ und mO(vl + v2) endlich ist
mO(vl +V2 )~mO(vI) +mO(v2).
6) Zu bemerken ist daI3 aus I., II. und IV. sieh d ie obige E igenschaft lIb.
a bleiten liiI3t. Siehe auch 4° in § 4b ls • - I V. korresp ondier t mit de r im ersten Absatz
d ieser Einleitung angegebenen H ypothese.
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F olgerung 5 a • Die Klasse K in der zweiten Definition andert sich
nicht wenn man "bei jedem WE SJ{0" durch "bei jedem WE SJ{", wieder
"mit mO(w) endlich", ersetzt.
Folgerung 6 0 • Aus C E SJ{ und a-c E SJ{0 fur jedes a E SJ{0 mit p,(a)
[=mO(a)] endlich folgt C E K.
Folgerung 7 ". Bei Vj (j = 1, 2) E SJ{ und endlichem mO(vj) ist auch
mO(vl +V2) endlich mit
§ 5. Satz AI. Bei den Eigenschaften I, II, n», III, IV ist die in
§ 4 fur die Summen von SJ{ definierte Somenfunktion mOfur SJ{ ein regulares
auBeres MaB im Sinne der in der vorangehenden Einleitung zitierten
Arbeit, 5) §§ 1, 2, 3 (mit den das regulare auBere MaB charakterisierenden
Axiomen 10_4 0 , 50, 60 , 70 ) . Die hier in § 4, zweite Def. eingefuhrte Somen-
klasse K der mO-meBbaren Somen ist ein o-Somenring ~ SJ{0; das MaB
m mOist o-additiv fur die Somen von K, wahrend fur jedes a E SJ{0 gilt:
m(a) = mO(a) = p,(a);
(Kim = mO) ist eine Erweiterung von (SJ{°Ip,); sie ist vollatandig in SJ{ (im
Sinne von loc. cit. FuBn. 34 7) ) .
Beweis. (erster Teil). Die Ableitung der Axiome la_50 als beweisbare
Satze fur mOund SJ{ verlauft unter Bezugnahme auf den vorangehenden
Par. wie in § 2 (von Teil IX).
Axiom 10 (es gibt ein Soma WE SJ{ mit mO(w) endlich und ,,",0).
Axiom 20 (das Nullsoma 0 ist mO-meBbar; dabei ist a E SJ{ mv-melsbar
falls bei jedem W E SJ{ mit mO(w) endlich gilt: mO(w)=mO(w·a)+mO(w-w·a)).
Axiom 30 (aus a, b E SJ{, a C b folgt mO(a):;;;mO(b)).
Aus den Axiomen l ", 20 , 30 allein folgte schon, nach loc. cit. 5), § 1,
daB die Klasse K der mO-meBbaren Somen in SJ{ ein Somenring ist, wobei
fur a, b E K und mO(a+b) endlich gilt: mO(a+b)=mO(a)+mO(b)-mO(a·b).
Nach dem ersten Lemma von § 4 ist SJ{0 ~ K, wobei aus a E SJ{0 folgt
m(a) = mO(a) = p,(a).
Der vorletzte Absatz liefert, bei a- b= 0,
(13) mO(a+b) =mO(a) +mO(b),
wenn nur mO(a+b) endlich ist, Ist dagegen mO(a+b)=oo, so konnen, nach
Folgerung 70 , mO(a) und mO(b) nicht beide endlich sein, woraus auch
dann (13) folgt. Also gilt (13) allgemein in K (bei a·b=O).
Axiom 40 (zu a E SJ{ mit mO(a) endlich gibt es ein bE K, ~ a mit mO(b)
endlioh).
7) Sogar im Sinne von FuJ3n. 3 der weiteren Arbeit in Proc. Ser, A, 73, S. 376-384
(1970).
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Axiom 5° (fur a E m: mit mO(a) endlich ist mO(a) gleich der unteren
Grenze der Werte von mO({)) fur aile {) E K, ~ a).
Hilfssatz. )S, m:o, m:, K, fl, mO wie in § 4 und Beweis (erster Teil) ,
unter Annahme von I., II., lIb., III. Aus b: ~ ... ~ bj ~ ... , jedem bj E
00
E Somenring K, mO(bl) endlich folgt, bei b = IT bj, daB auch bE K, mit
i~1
mO(b)= lim mO(bj).
1--').00
00
Beweis. Es sei 8=.28i (8i>0). Bei WEm:o mit mO(w) endlich ist,
i-I
nach der zweiten Def. von § 4, fur jedes bj
Mit der ersten Def. von § 4 folgt die Existenz von e/" e/ E m:o mit
W~ e/, ~ io-b, und w ~ e/ ~ w-w·bj, und
(14) fl(w)~fl(e/')+fl(e/)-28j (j=1, 2, ... ).
i
Aus c;'+1 + IT e/' ~ w folgt durch Komplementbildung:
i=1
i i
w- [e;'+l + IT e/,] = (w-e;'+I)' (w- IT e/,) = (w-e;'+I) .
i~1 i=1
i i
. .2 (w-e/') ~ e;+l' .2 e/,
i~1 i~1
somit auch
Da WE m:o und ebenso e/ und e/, E m:o, folgt mit Folgerungen 1° und 4°:
i i
fl(w) ~fl(e;'+l+ IT e/,) + fl(e;+I' .2 c/).
i=1 i-I
(14) und (14b IS) liefern
i i
- 28j+1 +fl(c;'+I) - fl(c;'+1 + IT e/') ~fl(e;+1 . .2 c,') - fl(C;H)'
i=1 i-I
oder, mit Folgerung 4°,
i+l i i HI
- 28j+1 +fl( IT e/') - fl( IT e/') ~fl( ! Ci') - fl( .2 C/),
i~1 i~1 i=1 i=1
oder
HI HI i i
(15) - 28m +fl( IT c/') +fl( .2 c/) ~fl( IT e/') +fl( .2 e/) (j = 1, 2, ... ).
i=l i-I i=1 i-I
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Allgemein liefern (14) und (15):
iii
,u(w)+2 I ei~,u( IT c/')+,u( I C/) (j= 1,2, ... ).
i-I i-I i=1
i
Aus I c/ ~ w (i = 1, 2, ... ) und Eigenschaft III. folgt
i=1
00 i
,u( 2 c,') = lim,u( I Ci).
i=1 i~oo i-I
Somit gibt es eine natiirliohe Zahl J(e) so daB fur jedes j ~ J(e):
(16)
Es ist
00 i
,u(w)+ 310 -,u( 2 C/) ~,u( IT c,"),
i-I i-I
00 00 00 00 00 00
I C/~ 2 (w-w·bi) =w-w· IT bi, und IT C/' ~ IT w·bi=w· IT bi.
i=1 i~1 i=1 i=1 i=1 i-I
Mit der ersten Definition von § 4 folgt dadurch aus (16):
00 00
mO(w)~mO(w-w.IT bi)+mO(w. IT bi).
i=1 i=1
Nach dem zweiten Lemma von § 4 kann ~ durch = ersetzt werden;
00
somit ist b - IT b, mO-meBbar.
i=1 00
Bei Betrachtung eines Spezialfalles von WE mo, ~ IT bi und mit ,u(w)
i=1
endlich sind die c/ Nullsomen und folgt aus (16):
i
,u(w)~ lim mO(bj) = lim mO( IT bi).
1-+00 j-+oo i=1
00
Nun ist, nach Definition, mO( IT bi) = untere Grenze aller ,u(w) mit
00 i~1
WE m, ~ IT i; wodurch
i-I
(17)
00 i
mO( IT bi)~ lim mO( IT bi).
i=1 1-+00 -£"""1
00
Da fur jede naturliohe Zahl j aus bj ~ IT bi folgt
i-I
00
mO(bj)~mO(IT bi),
i=1
kann in (17) ~ durch = ersetzt werden, wodurch mO(b) = lim mO(bj).
In bekannter Weise folgt nun ein zweiter i ..... oo
00
Hilfssatz. Aus ci ~ ... ~ Cj ~ ... , C = I Cj, jedes Cj und C E Somen-
i-I
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ring K, und mO(c) endlich folgt:
mO(c) = lim mO(c}).
i~oo
Beweis. C-Cl ~ ... ~ C-Cj ~ ... und lim (c-Cj)=O; auch ist C-Cj E K
;-+00
mit mO(c - Cl) endlich. Mit dem vorigen Hilfssatz folgt
O=mO(O)=mO(lim(c-cj))= limmO(c-cj) oder mO(c) = limmO(cj).
1--+00 1-+00 ;-+00
Hilfssatz. (l E W mit mO(a) endlich hat eine MaBgleiche Htille c.
Beweis. Mit Ax. 5° folgt die Existenz einer Somenfolge 51 ~ .., ~
~ B; ~ ... mit jedem 5k E K, ~ a und
mO(a) ~mO(5n) <mO(a) + lin.
Der erste Hilfssatz gibt nun c= lim 5n E K mit
n-+oo
mO(a) = lim mO(5n)=mO(c);
.. -+00
c ist die maBgleiche Hulle,
Beweis des Satzes AI. (zweite Halfte). Axiom 6°. Die Annahmen
00
sind: aj (j=1,2, ... )EW, al~ ... ~aj~ ... ,a=laj und mO(a) endlich.
i=l
Nach dem letzten Hilfssatz hat a eine maBgleiche Hiille C, und gibt
es zu jedem aj ein bj E K mit c~ 5j ~ aj und mO(aj) = mO(bj). Mit bj+k
00
(k= 1,2, ... ) ~ aj+k~ aj folgt 5j ~ 5/ =inf (bj, 51+1, ... ) oder II bj+k ~ aj,
k-O
wobei nach dem ersten Hilfssatz 5/ E K, und 51' ~ 52' ~ ... ~ 5/ ~ ... ,
daneben mO(aj)=mo(5/)=mo(5j).
00 00
Aus a = 1 aj ~ 15/ ~ e und mO(c) endlich folgt, mit dem zweiten
Hilfssatz, ;-1 i-I
00
mO(a) ~mO( 15/) = lim mO(aj).
i-I i-+oo
Mit aj ~ a folgt schlieBlich: mO(a) = lim mO(aj), d.i. die Behauptung fur
Ax. 6°. i-+oo 00
Axiom 7°. Aus aj (j = 1, 2, ... ) E K, ail' ai2 = 0 (il oF i2) und mO( ! at) = 00
00 i=I
folgt ! mO(aj) = 00.
i-I 00
Der Beweis verlauft indirekt. Bei ! mO(aj) endlich folgte, nach der
i~l
ersten Def. von § 4, die Existenz von Somen bj ~ aj und E WO (j = 1, 2, ... ),
00
und mit ! fl(b j ) endlich. Nach IV. (in der Einleitung dieses Teiles fJ)
i~l 00 00
muflte dann auch fl(! bj ) endlich sein, wodurch umsomehr m O( ! aj)
i-I 1-1
endlich ware, entgegen der Voraussetzung.
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Die Behauptungen des Satzes sind dadurch erflillt; insbes. folgt daB
K ein a-Somenring ist.
Bemerkungen. a. Es gibt ein kleinster, das System moumfassender
a-Somenring moo, welcher in K enthalten ist, wodurch mauch als durch
moo uberdeokter Teil-a-Somenring von ~ aufzufassen ist.
b. Bei il =mO fur die Somen von moo ist il a-additiv, mit Werten in R+
Daneben ist fur jedes Soma a Emmit mO(a) endlich:
mO(a) = (Axiom 5°) untere Grenze der mO(b) bei b ~ a, E K,
=(Def.) untere Grenze der fJ,(b) bei b ~ a, E mo, somit auch:
=untere Grenze der il(c) bei c ~ a, E moo;
und fur jedes a mit mO(a) =00:
zufolge der Monotonie von mO: mO(b) = 00 fur b ~ a, E K,
zufolge der Definition von mO: fJ,(b) = 00 fur b ~ a, E mo,
somit auch fJ,(6) = 00 fur jedes c~ a, E moo,
also wieder mO(a) =untere Grenze der il(c) bei c ~ a, E moo.
Damit folgt:
Satz B I . Die Anwendung des Satzes loco cit. 5), § 58) auf~, m, moo,
il fuhrt zu demselben aulseren MaB mO auf m, demselben a-Somenring
K, ~ moo ~ mo und demselben auf K a-additiven MaB m = mO wie die
Anwendung von Satz Al auf~, m, mo, fJ,; (Kim =mO) ist auch Erweiterung
von (mOolp,).
§ 4b is . Die Eigenschaften I. und II. (in der Einleitung dieses Teiles fJ)
ftihren (wie in § Ibis von 'I'eil x) zu nachstehenden Folgerungen, Definitionen
und Lemmata:
1°. fJ, ist nicht-abnehmend fur die Somen von mo, d.h. aus al:J a2,
aj E mo (j = 1, 2) folgt fJ,(al) ~fJ,(a2)'
2°. fJ,(0) = O.
3°. Rechtfertigung der Annahme II.
Definition. Fur jedes a E m sei mo(a) die obere Grenze der fJ,(b) bei
b ~ a, E mo.
Bemerkung. Fur jedes aEmo ist also mo(a)=fJ,(a).
4°. bei al, a2 E mo, fJ,(al +a2) endlich ist
Definition. Die Klasse K von mo-meBbaren Somen sei die Teilklasse
von m, fur deren jedes Element a bei jedem w E mo mit mo(w) endlich gilt:
mo(w)=mo(w·a) +mo(w-w·a).
S) Dort formuliert mit den Notationen: m, 5H, 5Ho, ft und rna, K.
27 Indagationes
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Lemma. Jedes a E IXo (also insbes. das Soma 0) ist mo-meBbar, mit
dem MaB m(a) = mo(a)=,u(a).
Lemma. Bei Vj (j=1,2)EIX, Vl'V2=0 und mO(vl+v2) endlich ist
mO(vl+V2) ~mO(vl) +mO(v2).
Folgerung 5 0. Die Klasse K in der zweiten Definition andert sich
nicht wenn man "bei jedem WE IXo" durch "bei jedem WE IX", wieder
"mit mo(w) endlich", ersetzt.
Folgerung 6°. Aus C E IX und a-c E IXo fur jedes a E IXo mit ,u(a)
[=mo(a)] endlich folgt C E K.
Die (in der Einleitung dieses Teiles fJ vorausgesetzte) Eigenschaft IV
zusammen mit der ersten Definition dieses Par. liefert die
Folgerung 7°. Bei Vj (j=I,2)EIX, Vl'V2=0 und mo(vj) endlich ist
auch mO(vl+v2) endlich; allgemeiner: bei Vj (j=1,2, ... )EIX, Vh'Vj2=0
00 00
(iI=I=j2) und I mO(Vj) endlich ist auch mo( I Vj) endlich.
i=l i~l
§ 5b iS• Sat z A IbiS. Bei den Eigenschaften I., II., III., IV. ist die
in § 4b is fur die Somen von IX definierte Somenfunktion mo ein regulares
inneres MaB, hat somit die nachfolgenden Eigenschaften: 1°_4°,5°,6°,7°;
die hier in § 4b iS, zweite Def. eingefuhrte Somenklasse K der mo-meBbaren
Somen ist ein a-Somenring ~ IXo; das MaB m = mo ist o-additiv fur die
Somen von K, wahrend fur jedes a E IXo gilt
m(a) = mo(a)=,u(a);
(Kim - mo) ist eine Erweiterung von (IXol,u); sie ist vollstandig in IX (im
Sinne von loc. cit. 5), FuBn. 37 und von loc. cit. 7), FuBn. 3 (Bemerkung)).
Beweis. (erster Teil). Die Ableitung der Axiome 1°-4°,5° als beweis-
bare Satze fur mo und IX verlauft unter Bezugnahme auf den vorange-
henden Par. wie in § 2b is von Teil eX.
Axiom 1° (es gibt ein Soma WE IX mit mo(w) endlich und =1= 0).
Axiom 2° (das Nullsoma 0 ist mo-meBbar; dabei ist a E IX mo-meBbar
falls bei jedem W E IX mit mo(w) endlich gilt: mo(w) =mo(w·a) +mo(w-w·a)).
Axiom 3° (aus a, b E IX, a C b folgt mo(a)~mo(b)).
Aus den Axiomen 1°, 2°, 3° folgt, nach loc. cit. 5), § 1, daB die Klasse K
von mo-meBbaren Somen in IX ein Somenring ist, wobei fur a, bE K und
mo(a+b) endlich gilt: mo(a+b)=mo(a)+mo(b)-mo(a·b). Zusammen mit
Folgerung 7° liefert dies die besohrankte Additivitat von mo fur die
Somen von K.
Axiom 4° (zu a E IX mit mo(a) endlich gibt es ein b e K, ~ a mit mo(b)
endlich).
Axiom 5° (aus a E IX mit mo(a) endlich folgt: mo(a)=obere Grenze aller
mo(b) mit b ~ a, E K).
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Hilfssatz . m, mo, m, X , p" mo wie in § 4b ls und B eweis (erster Teil) ,
unter Annahme von I. , II. , III. Aus b: ~ . .. ~ bj ~ ... , jedem bj E Somen-
00
ring K , bi =I=- 0 folgt , hei b = I bj, daB auch b E K , mit
;= 1
mo(b)= lim mo(bj).
; -';00
00
B ewei s . Es sei 6 = I 6t (6t> 0). Bei w E mo mit mo(w) endlich ist , nach
1= 1
der zweiten Def. von § 4b ls , fiir jedes b;
p,(w) oder mo(w) = mo(w .bj)+mo(w-w ·bj).
Mit der ersten Def. von § 4b is folgt die E xistenz von e/, e/, E mo mit
e/ ~ w·bj und e/, ~ w-w·bj und
(18) p,(w);;:;; mo(e/)+mo(e/,)+2Ej (j =I , 2, .. . ).
i i
Da e;+l ' I e/ und <+1+ IT e/, disjunkte Teilmengen von w, E mo sind,
1=1 i - I
folgt mit (18)
; i
p,(e;+l ' I et' )+ p,(e;'+l + IT c/' ) ;£; p,(e;+l)+p, (e;+ I)+2E}+1,
i - I 1 ~ 1
was mit Folgerung 40 liefer t:
i i+l H I ;
p,( I el) - p,( I et' );£; p,( IT e{ )- p,( IT e/, )+ 2Ej+1
1= 1 1= 1 i~ 1 - 1
oder
; i H I i+l
(19) p,( I el )+p,( II et") ;£; p,( L e;')+p,( II et")+ 26j+1 (j = 1, 2, . . . ).
I ~ I 1=1 1- 1 i ~ 1
Allgemein liefern (18) und (19):
i ; i
(20) p,(w) ;£; p, ( I et') +p,( IT c/,) + 2 I 6j (j = 1, 2, ... ).
i - I i~1 i-I
i _
Aus e/, ~ w folgt daB lim p,( IT et") endlich ist, wodurch Eigenschaft III.
i -oo i -I
00 i i
liefer t p,( IT et") = lim p,( IT et"); et' ~ w liefert daB lim p,( I et') endlich ist.
1 ~ 1 i-oo i = 1 i _ oo i~ 1
Aus (20) geht nun die E xistenz einer natiirlichen Zahl J (e) hervor so daB
fur jedes r~ J(e) gilt :
(21)
Dies zusammen mit
00 ;
p,(w) - p,( IT c/, )- 3E;£; p, ( L et').
i = 1 i = 1
00 00 00 ; 00 00
IT e/, ~ IT (w - w ·bt)=w- I ui-b, und L et' ~ I w ·bt=w · I bt,
i~ 1 i = 1 i- I i - I i - I i =1
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und der Definition von mo fuhrt zu :
00 00
(22)
mo(w)~mo(w-w. I bt)+mo(w. I bt).
• -1 i-1
Nach dem zweiten Lemma von § 4b ls kann ~ durch = ersetzt werden;
00
somit ist b - I bt mo-meBbar; X ist dadurch sogar ein a-Somenring.
i-1 00
Bei mo(b) endlich gibt es nun Spezialfalle von WE 2:(0, ~ b I bt, fur
i=1
die ,u(w)endlich ist; dann sind die ct" Nullsomen und folgt aus (21) jedesmal
;
,u(w)~ lim mo(I bt),
;~OO i=1
wodurch die Definition von mo weiter fiihrt zu:
(23) mo(b)~ lim mo(bj ) ;
;....:;00
die Monotonie von mo zeigt daB ~ sich durch = ersetzen liiBt.
Bei mo(b) = oo gibt es zwei Moglichkeiten : 1° es gibt W n E 2:(0, ~ b
(n=l, 2, ... ) mit ,u(wn) endlioh und lim,u(wn)=ex:>; aus (22), mit W n
"-+00
anstatt w, folgt wieder (23). 2° es gibt nur WE 2:(0, ¢ 0, ~ b mit ,u(w)
unendlioh, was dann auch fur jedes bj der Fall ist; nach der Bemerkung
folgend auf der ersten Def. in § 4b is ist dann fur jedes solche W ~ b:
mo(b) =mo(w) = ,u(w)= oo,
fur jedes derartige W~ bj :
mo(bj ) = mo(w)= ,u(w)= oc,
wodurch wieder mo(b) = lim mo(bj ) .
;....:;00
Hilfssatz. Aus C1~ ... ~Cj~ ... , den CjEX mit mO(c1) endlich folgt
auoh lim Cj = C E X mit mo(c) = lim mo(cj).
; ...... 00 1-+-00
Beweis. C1-C=(C1-C2)+(C1-Ca)+ ... , wobei (C1-Cj) EX. Der vorige
Hilfssatz liefert (C1-C) E X mit mO(c1 -c) = lim mO(c1 -Cj), wodurch CEX
mit mo(c) = lim mo(cj). ;-+00
; .... 00
Hilfssatz. a E 2:(, mit mo(a) endlich, hat einen maBgleichen Kern c
(E X).
Beweis. Aus a E 2:( mit mo(a) endlich folgt mit Axiom 5° die Existenz
einer Somenfolge 01 ~ ... ~ 6n ~ ... , mit jedem 6n ~ a, EX und
mo(a);;;;;;mo(5n)>mo(a) -lin.
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Mit dem ersten Hilfssatz folgt nun 15 == lim On E K, wobei
n-+oo
mo(a)= lim mo(5n) = mo(c);
fl-+CO
15 ist der maBgleiche Kern.
Beweis des Satzes A IbiS. (zweite Halfte). Axiom 6° (aus bj
00
(j = 1,2, ... ) E m, bi ~ ... ~ bj ~ ... , b == II bj und mo(bl ) oder lim mo(bj)
i-I i--+oo
endlich folgt lim mo(bj) = mo(b)). Es geniigt den Fall: mo(bl ) endlich zu
;~OO
betrachten, Naoh dem letzten Hilfssatz gibt es zu jedem j ein Cj ~ bj, E K
mit mo(bj)=mo(cj). Mit Cj+k (k=1,2, ... )~bj+k~bj folgt Cj~c/==sup
00
(cj, 151+1, ... ) oder ~ Cj+k ~ bj, wobei, nach dem ersten Hilfssatz, 15/ E K,
k~O 00
daneben 151' ~ ... ~ 15/ ~ ... ; aueh ist b ~ II 15/ == p. Nach dem zweiten
i=1
Hilfssatz ist p E K mit
mo(p) = lim mo(c/) = lim mo(cj)= lim mo(bj),
;-+00 1-+-00 ;-+00
wodurch
mo(b) ~mo(p) = lim mo(bj).
;-+00
Mit b ~ jedes b» folgt daneben mo(b);;;;; lim mo(bj), wodurch die gesuchte
Gleichheit. i-+oo
00
Axiom 7° (aus bj (j = 1,2, ... ) E K, bJr .bj2= 0 (jr #j2) und mo(~ bj) =00
00 00 ;-1
folgt ~ mo(bj) = (0). Im entgegengesetzten Fall ist ~ mo(bj) endlich. Aus
i-I 00 i=1
der Definition von mo folgt dann ~ {obere Grenze aller f-l(5j) mit
i=1
5j ~ bj, E mO} endlich, wodurch Eigenschaft IV zu der Existenz eines Somas
co
5~ ~ bj, E mo mit f-l(5) endlich fuhrt, also umsomehr zu der Endlichkeit
i-I 00
von mo(~ bj), im Gegensatz zu der Voraussetzung in Ax. 7°.
i-I
Die Behauptungen von Satz Albls sind nun erftillt.
Bemerkungen. a. Es gibt ein kleinster, das System moumfassender
o-Somenrinq moo, welcher in K enthalten ist, wodurch mauch als durch
moo iiberdeckter Teil-a-Somenring von ~ aufzufassen ist.
b. Bei II == mo ftir die Somen von moo ist II a-additiv aut moo, mit
Werten in R+.
Daneben ist fiir jedes Soma a Emmit mo(a) endlich:
mo(a)= (Axiom 5°) obere Grenze der mo(5) bei 5~ a, E K,
= (Def.) obere Grenze der f-l(b) bei b ~ a, E mo, somit aueh :
=obere Grenze der ll(c) bei c ~ a, E moo;
und fiir jedes a mit mo(a)=00:
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zufolge der Monotonie von mo: obere Grenze der mo(5) = 00 fur 5 ~ a, E K,
zufolge der Definition von mo: obere Grenze der ft(b) = 00 fur b ~ a, E mo,
somit auch obere Grenze der fl(c)=oo fur c ~ a, E moo,
also wieder mo(a)=obere Grenze der fl(c) bei c ~ a, E moo.
Damit folgt:
Satz B1bIS. Die Anwendung des Satzes loc. cit. 5), § 5bls 9) auf >B,
m, moo, fl fiihrt zu demselben inneren MaB mo auf m, demselben a-Somen-
ring K ~ moo ~ mo und demselben auf K o-additiven MaB m = mo wie die
Anwendung von Satz B1 auf >B, m, 2fo, u; (Kim = mo) ist auch Erweiterung
von (mOOlfl).
§ 6. Unter der Annahme: Fur jedes a E moo fallen untere Grenze aller
ft(b) mit b ~ a, E mo und obere Grenze aller ft(b) mit b ~ a, E mo zusammen
ist fur ein solches a il(a) = /l(a). Nun HiBt sich auf >B, m, moo, p; mO, K
(in Satz B 1) einerseits, auf >B, m, moo, /l, mo, K (in Satz B1bIS) andererseits
der Satz loc. cit. 5), § 6 anwenden (mit moo anstatt mo, il=/l anstatt ft),
woraus hervorgeht daf3 die zugehorigen Erweiterungen (Kim _ mO) bzw.
(Kim =mo) von (mOolil=fl), und damit auch von (molft) zusammenfallen;
die adjungierten aufleren und inneren MaBfunktionen mO und mo auf m
fuhren unter obiger Annahme zu derselben MaBerweiterung (von ft).
9) Dort formuliert mit den Notationen j8, ~, ~o, fJ, und mo, K. Man beachte
die Korrespondenz von Eigenschaft IV mit der Hypothese im zitierten Par.; diese
folgt hier aus IV.
BIBLIOGRAPHIE
1. RIDDER, J., Methoden zur Erweiterung von MaLlen in a-Somenringen. Diese
Proceed. Series A, 73, 361-375 (1970).
Ibis. , Methoden zur Erweiterung von (beschrankt) additiven MaLlen in
Somenringen. Diese Proceed. Series A, 73, 376-384 (1970).
2. TOPS0E, F., Topology and Measure, Lecture Notes 1970.
2b ls • , Compactness in spaces of measures. Studia math. 36,195-212 (1970).
